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mJJ 5.1. Metoda Maxwella—Mohra

ll\

Ukfad liniowo-sprezysty o danej sztywnosci EJ poddany
jest dziataniu uogolnionych sit P;.
Szukane: f, — uogodlnione przemieszczenie punktu K

1° Wyznaczono funkcje momentu gngcego od obcigzenia
zewnetrznego: My

2° Ten sam uktad obcigzono fikcyjng jednostkowg sitg
uogolniong (Py,=1) w punkcie i na kierunku szukanego
przemieszczenia f; wyznaczono funkcje momentu

gnacego wywotanego tg sifa: M;l(l)_

3° Zgodnie z wtasciwos$ciami uktadow liniowo-sprezystych:
a) funkcje momentu gngcego wywotanego sitg Pg # 1
mozna zapisac jako:

(Pk) _ pg(1)
Mgz = Mg - Pk
b) funkcje momentu gnacego wywotanego sumarycznym
dziataniem obcigzenia zewnetrznego (P;) i uogdlniong

sitg Px #+ 1 mozna zapisac jako:

- 1
M(P1+Pk) = My, + M(Pk) _ Mg(z) 4 M( )

9(2) 9(2) 9@ Pk




mJJ 5.1. Metoda Maxwella—Mohra
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4° Zgodnie z twierdzeniem Castigliano:

(Pi+Pk) ]
fr = ov fliMumpk) 0 (Mg(z) )dz
0Pk o EJ 99 Py | =)
(Pi+Pk) _ (1)
Moy = Mgy + My - Prc |
®
_ li(M u® . p )a(Mg@ My PK)d
fk= EJ 9(z) giz) 'K P Z
0 K
L ‘1 (W W |
fx = j — (M +M Py | M . dz
S A E]( 9@ T Tg(2) K) O BN
uwzgledniajac, ze sita fikcyjna: P = 0
€3] 5r Maxwella-Mohr
IM ‘M wzor Maxwella-Mohra
fx = f 90 "9 dz (dla zginania)
0 Ej _
gdzie:
James Clerk Maxwell . : e
(1831-1879) szkocki M, - funkcja momentu gnacego pochodzacego od obcigzenia
fizyk i matematyk zewnegtrznego,
Mél()z) - funkcja momentu gnacego pochodzgcego od uogdlnionej

Christian Otto Mohr
(1835-1918) niemiecki
inzynier i wynalazca

sity jednostkowej, przytozonej w punkcie - i dziatajgcej na
kierunku - szukanego przemieszczenia.
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AGH

mJJ 5.1. Metoda Maxwella—Mohra

wzor Maxwella-Mohra

(dla zginania) M 4, - rownanie na moment gnacy wywotany obcigzeniem zewnetrznym,
H(Z) dz M;(l) rownanie na moment gngcy wywotany uogdlniong sitg jednostkows,

K ) E]

dziatajgca w punkcie i na kierunku szukanego przemieszczenia.

Jesli catkowita energia sprezysta uktadu wywotana jest nie tylko dziataniem momentow zginajgcych (M y,)),
ale takze sit normalnych (N ,)), sit tnacych (T ,)) i momentow skrecajacych (M ,)),

uogdlnione rdwnanie Maxwella-Mohra ma postac:

p (1) , 1) (1) , (1)
fK:fN(Z) N()d +fT() T()d +st(z) Ms(z)d +jM<z) Mg(z)d
0 0 0 0

EA GA GJy Ej

1
N(Z) oraz N((Z)) -

T ;) oraz T(( ))

gdzie:

zaleznosci na site normalng wywotang obcigzeniem zewnetrznym, oraz wywotang
uogolniong sitg jednostkowa, dziatajgcg w punkcie i na kierunku szukanego przemieszczenia.
zaleznosci na site tnacg wywotang obcigzeniem zewnetrznym, oraz wywotang
uogolniong sitg jednostkowg, dziatajgcg w punkcie i na kierunku szukanego przemieszczenia.

Mg, oraz M(Sl()z) - zaleznosci na moment skrecajgcy wywotany obcigzeniem zewnetrznym, oraz wywotany
uogolniong sitg jednostkowa, dziatajgcg w punkcie i na kierunku szukanego przemieszczenia.

A — pole przekroju poprzecznego, E — modut Younga,

J oraz Jo — osiowy oraz biegunowy moment bezwtadnosci, G — modut Kirchoffa,



mmﬂ 5.2. Metoda Maxwella-Mohra - przykiady obliczeniowe
AGH Przyktad 5.1:

Stosujgc metode Maxwella - Mohra obliczy¢ ugigcie srodka belki jak na rysunku (f;,)) oraz katy
obrgtu w przekrojach podporowych (a,, o).
R Dane: EJ, q,|  Szukane: a,, o, £/

1° Reakcje i momenty gngce od obcigzenia zewnetrznego:

n lZ lZ
i=1 2 2

L g -0

n
Z Fi,=0 = R,—ql—ql+Rz=0 = Rg=2ql
i=1

M RB
2 2
z ) Z3
OSZlgl/ZZ Mg(zl)=_q?+ql OSZzgl/Z' Mg(zZ)z_q?-l_qu'ZZ




M 5.2. Metoda Maxwella-Mohra - przykitady obliczeniowe
AGH Przyktad 5.1:
J

Dane: EJ, q, | Szukane: a,, @, fii;2)
2
0<z,<1l/2: M 1=—qﬂ+ql2
=71 = - g(z1) 2
z3
02, <1/2: Mg(zz)=—q7+2ql-zz

2° Wyznaczanie kata obrotu punktu A:

1
Z Mpp=0 = RM““ 7=0

1
, _ MA1
o i J AL » Fiy =0 = Rj4 = ] =0

A B
1 1
0<zy<l/2:Myily=1- z1 0 <z, <1/2: M}, =z2
M, - MMAL l/2 z2 1 (U2 73 z
_ 92 Mgz 2 ( __) _.%2 .o \Z2
aA_jo E] dz E]j <q2+ql>1 ] dz1+E] <q2+2ql zz)ldzz
1 3 3 1 B3 qb 1 13 24q3 6ql® 4ql3
oy = — a1 \* +— %+q— Sl N o N L |
EJj\ 48 128 EJj\ 128 12 EJ]\ 48 48 48 = 48

L 2198
%a = 48E] por. z przyktadem 4.3




5.2. Metoda Maxwella-Mohra - przykitady obliczeniowe
AGH Przyktad 5.1:
J

Dane: EJ, q, | Szukane: a,, @, fii;2)

__ 7
0S21S1/2: Mg(zl)__q7+ql

2
z
0<2z,<1/2: Mgy = —q72+ 2ql -z,

7 3° Wyznaczanie kata obrotu punktu B:

" MB1 1
z Mijy=0 = Rg” =—==0
i=1

- n l 1
* RYB1 i—1Fiy=O =) RAMBl=7=O
1 1 }
0 <z <l/2: M} 3], =z1 0<z;<l/2: My = —z2

l

o _1/ 3 +q_l3 +l ql3 ql3 \ql3 ql3 _1 6q13_ql3_|_12ql3_4ql3
BT E] 1§ 8 ) TE\"as 2 T1de" Ej\"2a8 ~ 28" 48 48

13ql3
Q ap = S

48E] por. z przyktadem 4.3

M MMB1 1/2 72 1 U2 72 7
_ 9@ "My 2 — _aZ2 : ( __2>
aB—JO E] dz E]j ( +ql> dzl+E] ( q- + 2ql zz) 1 dz,




M 5.2. Metoda Maxwella-Mohra - przykiady obliczeniowe
AGH Przyktad 5.1:
J

Dane: EJ, q, | Szukane: a,, @, fii;2)
2
0<z,<1l/2: M 1=—qﬂ+ql2
=71 = - g(z1) 2
z3
02, <1/2: Mg(zz)=—q7+2ql-zz

4° Wyznaczanie ugiecia srodka belki:

1
Z symetrii uktadu: R = REY = >

Rﬁl RPl

> P
1 1
0<zy <1/2: M5, =z1 0 <z, <1/2: MJS3 =z2

LM . MMB1 ljz z2 1 /2 z2 Z
9(2) 9(2) 2 2 . 2
fa) = L 7 dz ]j < q— > + ql > dz; + — 7 ) <_q_2 + 2ql Zz>—2 dz,

1 ql4 ql4 1 ql4 ql4 1 3ql4 48ql4 3ql* 32ql*
fap = te) TE = - +
EJ\ 256 EJ " 256 EJ 768 © 768 768 | 768

37ql*
/2 = 384E] | por. z przyktadem 4.3




MJ 5.3. Metoda Wereszczagina

lﬂ

Wzd6r Maxwella-Mohra dla zginania

(1) n D V(L))
lMg(Z) M g9(2) - Mgyiz)- M gi(2)
fK = E dZ - E] dZ
. / =1 l
gdzie: | — dany przedziat zmiennosci momentéw gnacych, tj.
odcinek belki, wzdtuz ktdorego momenty gngce — od

obcigzenie zewnetrznego i obcigzenia jednostkowego -

. : , . o (1)
opisane sg jednym rownaniem, odpowiednio: M g;(,) i Mgi(z).

n
1
_ . _ 1)
dla E]l = const.: fK = E_]l j Mgi(z) . Mgi(z)dz
i=1 D)
W przedziale | moment M(l.) jest liniowy: M(l.) =az+b>b
P gi(z)) Y: Mgiz)

. 1
stad: f M iz 'M;i)(z)dz - f M i (az + b)dz

(1) ()

=a f Mgi(Z)ZdZ +b j Mgi(z)dZ
@) (L)




mJJ 5.3. Metoda Wereszczagina
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D g,
f Mgiz) " Myi( 92 —“[ j I‘ﬁqi(z)ZdZJ+ b{ f Mgi(z)dZJ
(L) @)

. )
________________ - E Z
. —— ( j Mgi(z)dzJ= Q; - pole pod wykresem M g;
< 1
A (D)
N L Z ) —c% _ .., . ]moment statyczny pola
EE m“““““w { j Mgl(z)ZdZJ Sy Q; - 2 {Qi wzgledem osiy
| ; ! l;
V< I D =i ! : (o) Stad:
| i — 1
| i RBl j Mgi(z) 'M‘(qi)(z)dzz a-ﬂi~zci+b-ﬂi= Qi(a-zci+b)
' E e ) wartos¢ momentu od obcigzenia
i ' z a-z;+b=mg jednostkowego M‘(qli)(z) pod Srodkiem
i I ciezkosci pola ;.
i ! -
e | ““‘““ I||||||||| -reguta Wereszczagina
2% ' ()
~ m [ p— - ® -
“‘| L f Mgiz) - My ,dz = Q; - my;
_ )
*Andriej Konstantynowicz Wereszczagin (1896-1959) — radziecki inzynier
Catke z iloczynu M gi(z)Méli)(z) mozna obliczy¢ jako iloczyn pola wykresu momentu zginajacego

wywotanego obcigzeniem zewnetrznym (£2;) i wartosci momentu od obcigzenia jednostkowego (mg;) dla
wspotrzednej srodka ciezkosci pola ; .




““ 5.4. Zaleznosci na pola powierzchni i srodki ciezkosci figur
opisujacych rozklady momentow zginajacych

lﬂ

AGH

N C1

A - wspotrzedna ekstremum funkgji




“J 5.5. Metoda Wereszczagina — przykiady obliczeniowe
AGH Przyktad 5.2

Stosujgc metode Wereszczagina obliczy¢ ugiecie
srodka belki jak na rysunku (y,,) oraz katy
obrotu w przekrojach podporowych (a,, o).

Dane: EJ, q,| Szukane: a,, a, fur

1° Momenty gnace od poszczegdlnych sktadowych
obcigzenia zewnetrznego (por. przyktad 1.3):

3
ql3 ql3 _ql
%= || %=z ||z

G

@
-




“J 5.5. Metoda Wereszczagina — przykiady obliczeniowe
AGH Przyktad 5.2

Dane: EJ, q,] Szukane: ap, Ag, f(l/2)

2° Wyznaczanie kata obrotu w punkcie A:

3 ql’
Qq = q— QM — s =
12 2
2
myps = §
ql®> 1 qi® 1 N ql3 2
12 2 2 3

1 (3qD3 N 2ql3 N 16q13
EJ\ 48 = 48 48

+
_
~
w
~_
Il

_ 2190
"~ 48E J por. z przyktadem 5.1




“J 5.5. Metoda Wereszczagina — przykiady obliczeniowe
AGH Przyktad 5.2

Dane: EJ, q,] Szukane: ap, Ag, f(l/2)

3° Wyznaczanie kata obrotu w punkcie B:

1 /(ql3 1+ql3 1 qB® 1

EJ\8 2 12 2 2 3
1/q® ql3 qb 3ql3 2ql3 8ql3
?aBz_q+q L4 q+q+q
EJj\16 24 6 E] 48 = 48

L _ 13qP°
“B = 48E] por. z przyktadem 5.1

.
[
IIIIIII |||||||||||||||||||||




”J 5.5. Metoda Wereszczagina — przykiady obliczeniowe
AGH Przyktad 5.2
R, ql Rp Dane: EJ, q,|  Szukane: e, ag, fj/

4° Wyznaczanie ugiecia srodka belki:

UWAGA: Pola przekrojow €, i odpowiadajgce im wspo’rrze;dne my;
I/3 WW rozpatrywane by¢ muszg w pOJedynczych przed2|a’fach zmiennosci

€y
I momentu wywotanego obcigzeniem jednostkowym (Mgl(z))
qi2/a} - - ___ W Q qB || Q qP ql3 ql®
sl/16 | . 51/16 2 16| |2 28| |¥mTg| =7
QI ﬁ muum ; = : :
qlz/8'<' [t M =g, @ _?51 m’":n_ 6 Wz =g
M ) I ”.”J“MM? g Mp =g M2T33 m3 =72
Q[ Quyy 1 ¥ i i' f _i(%m +%m +%m +%m +
! |- ! /2 EJ\ 2 P17 o P2 T o5 1 T o Tq2
. : + QMg + QM2 + QM17"m3)

f(’/z):E]<166+166+2432+2432+ 86 48 812

q3l qBl qB5l qB51 qBl qBl gqB l>

L 37ql*
& E L far =

384E ] por. z przyktadem 5.1




MJ 5.5. Metoda Wereszczagina — przykiady obliczeniowe
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AGH Przykiad 5.3

Stosujgc metode Wereszczagina obliczy¢ poziome i pionowe przemieszczenie swobodnego korica ramy
jak na rysunku. Dane: EJ,q,a  Szukane: Axp, Ayp

n
1
Axp= E_]Z Q;-my; =
i=

1
= —(Qym,q + Qymy; +Q3 m,3)

Ej]
s o) -

= UWAGA: Pola Q; s3 ujemne i wspotrzedne
=2qa qa | A m,; s3 ujemne.




MJ 5.5. Metoda Wereszczagina — przykiady obliczeniowe
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AGH Przykiad 5.3

Stosujgc metode Wereszczagina obliczy¢ poziome i pionowe przemieszczenie swobodnego korica ramy
jak na rysunku. Dane: EJ,q,a  Szukane: Axp, Ayp

n
1
Ayp= E—]Z Q;-my; =
i=

1
= E_] (921my1 + szmyz +93 myg)

1 ;3 a
Ayp= | ~qa® -5 -

3
qa’® 2 3
> 3a—2qa -a)

= UWAGA: Pola €Q; s3 ujemne za$
=2qa qa a wspotrzedne m,; sq dodatnie.




